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Estimados directivos y docentes:

Tenemos por delante un nuevo ano con el enorme desafio y responsabilidad de trabajar juntos en
consolidar un sistema educativo inclusivo y de calidad que garantice los aprendizajes fundamentales
y permita el mdximo desarrollo de las potencialidades de todos los nifos, jévenes y adultos para su
participacién activa, responsable y comprometida en los distintos dmbitos de la vida.

El Plan Estratégico Nacional 2016-2021 “Argentina Ensefia y Aprende” posee como eje fundamental
el fortalecimiento de la formacién docente; haciendo hincapié en el desarrollo profesional y en la
ensenanza de calidad. De esta manera, el Ministerio de Educacién de la Nacién, ha asumido el com-
promiso de acompanar a los docentes en su labor diaria y colaborar con la resolucién de los desafios
concretos que se presentan en los distintos dmbitos de ensefianza. Esto conlleva la necesidad de gene-
rar espacios y oportunidades para reflexionar sobre las practicas de ensefianza mds adecuadas para una
educacién que responda a las caracteristicas de la sociedad contempordnea, que contribuya al trabajo
colaborativo y a la conformacién de comunidades de aprendizaje entre docentes.

A partir del Plan Nacional de Formacién Docente se presentan lineas de trabajo para promover la
formacién inicial y continua de los equipos docentes en términos de innovacién en la prictica, auto-
nomia, creatividad, compromiso y capacidad critica. En este sentido y con el propdsito de alcanzar
una mejora en los aprendizajes para todos, brindando materiales valiosos para la prictica docente, el
Instituto Nacional de Formacién Docente, propone lineas de trabajo que promuevan fortalecer el
desarrollo de saberes y capacidades fundamentales, que faciliten poner en préctica los aprendizajes de
una manera innovadora y prioricen al sujeto de aprendizaje como un sujeto activo, auténomo, creati-
vo, comprometido y con capacidad critica.

Esperamos que esta propuesta sea una experiencia transformadora para todos los equipos docentes
del pais y que encuentren en ella nuevas herramientas para potenciar su valiosa funcién en nuestra
sociedad.

Muchas gracias por su compromiso y trabajo cotidiano.

Cecilia Veleda Maria de las Mercedes Miguel
Directora Ejecutiva Secretaria de Innovacién
Instituto Nacional de Formacién Docente y Calidad Educativa
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Agenda

PRIMER MOMENTO

Ministerio de Educacion

Ateneo Matematica: Modelizacion con funciones periddicas
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Nivel Secundario - Ciclo Orientado - Coordinador

Modelizacion de una situacion con caracteristicas periddicas
Resolucién de problemas que presentan una posible entrada a las funciones periddicas,

en particular, las funciones trigonométricas ° 60 MIN
Actividad 1

INDIVIDUAL / EN PEQUENOS GRUPOS e 60 MIN
SEGUNDO MOMENTO

Analisis didactico de los problemas

Reflexién didactico-matematica acerca de los problemas propuestos ° 75 MIN
Actividad 1

EN PEQUENOS GRUPOS / ENTRE TODOS e 75 MIN
TERCER MOMENTO

Generacion de acuerdos para implementar

los problemas y cierre del encuentro

Generacion de acuerdos para llevar al aula estos problemas,

como introduccién a las funciones trigonométricas Q 45 MIN
Actividades y acuerdos para el préximo encuentro

INDIVIDUAL / EN PEQUENOS GRUPOS e 45 MIN




Ateneo Matematica: Modelizacién con funciones periédicas
Encuentro 1- Aio 2018
Nivel Secundario - Ciclo Orientado - Coordinador

Modelizacion con
funciones periodicas

Presentacion

El presente ateneo se propone como un espacio de analisis y reflexion compartida sobre situa-
ciones de la practica docente. Uno de sus propésitos es trabajar colectivamente sobre propues-
tas didacticas cuyo objetivo consiste en favorecer la tarea concreta en el aula e impactar positi-
vamente en los aprendizajes en el area de Matematica.

Este es el primero de una serie de tres encuentros dedicados al analisis, la formulacién y la im-
plementacion de propuestas vinculadas a la ensefianza de las funciones trigonométricas.

En este primer encuentro se propone el trabajo sobre una serie de problemas para su posterior
implementacion en las aulas. Utilizando como insumo lo sucedido durante la implementacion
(las producciones de los alumnos, los intercambios grupales, los registros en el pizarron, etc.),
durante el segundo encuentro se trabajara sobre situaciones de ensefianza posibles para con-
tinuar con el trabajo en clase. Por ultimo, en el tercer encuentro se trabajara en torno a cémo
organizar, graduar y gestionar los distintos tipos de problemas a lo largo del Ciclo Orientado, en
particular para el caso de las Funciones Trigonométricas.

Uno de los objetivos de este primer encuentro es que los participantes analicen una serie de pro-
blemas didactica y matematicamente, pensandolos como punto de partida para la ensefianza
de Funciones Trigonométricas. Otro de los objetivos es que los participantes adapten e imple-
menten en el aula algunos de estos problemas entre el primery el segundo encuentro, tomando
registro de lo sucedido.

En este material encontraran sugerencias para trabajar dentro del aula con estudiantes con dis-
capacidad y/o Dificultades Especificas de Aprendizaje (DEA), con el fin de promover el acceso,
el aprendizaje y la participacién de todos los alumnos. Estos aportes los encontraran bajo el
destacado Educacion inclusiva.

Contenidos y capacidades

Contenidos

» Modelos intramatematicos que definen funciones periodicas. Su estudio a partir de proble-
mas que requieren:

+ usar las nociones de dependencia y variabilidad;

+ usar nociones vinculadas con la simetria y la periodicidad,
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+ producir e interpretar representaciones en diferentes marcos (geométrico, algebraico y
funcional);

+ formular afirmaciones sobre relaciones generales y argumentar acerca de su validez.

» Elrol de los problemas en la clase de Matematica.

» Criterios de analisis didactico: la importancia de desarrollar el analisis de distintas estrate-
gias de resolucion como instancia que abona a la planificacion de la puesta en aula de los
problemas.

Capacidades
» Cognitivas

+ Resolver problemas.

+ Utilizar herramientas teodricas, tanto matematicas como didacticas, para identificar proble-
maticas vinculadas con la ensefianza y potenciar el desarrollo de la tarea docente.

» Intrapersonales
+ Reflexién metacognitiva sobre la propia resolucion de los problemas.
+ Contar con una mirada estratégica en torno a la planificacién de su propuesta de ensefianza.
+ Tener una postura critica que permita reflexionar sobre la propia practica.

+ Asumir el propio proceso de formacién profesional.

» Interpersonales

+ Trabajar en equipo con colegas, reflexionando sobre la practica docente.
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Propuesta de trabajo

PRIMER MOMENTO

Modelizacidn de una situacion con caracteristicas periddicas @ 60MIN
Actividad 1
INDIVIDUAL / EN PEQUENOS GRUPOS e 60 MIN

[2 Actividad 1

1. Les proponemos que se tomen un momento para resolver individualmente la siguiente se-
cuencia de problemas?.

2. Luego, compartan lo realizado con otros participantes, en pequefios grupos.

,ra Problemal

Se tiene un cuadrado centrado en el origen de coordenadas, cuyos lados miden 2 unida-
des. A partir del punto C=(1;0), en sentido antihorario, se desplaza el punto P sobre los
lados del cuadrado, como si se enrollara un hilo de longitud w alrededor del cuadrado.

1 Esta secuencia fue disefada sobre la base de distintas producciones de materiales para el aula. En una primera
instancia, en el afno 2009, se confeccionaron guias de problemas para la materia Matematica | anual en la Uni-
versidad Nacional de General Sarmiento, tomando como base el capitulo 2 del libro Trigonometry: a functional
approach. (Ambrose, 1973). Durante el afio 2016 se usd ese material como base para producir una unidad de la
guia de problemas de la materia Introduccién al Calculo en la Universidad Nacional de Moreno (/Introduccion al
cdlculo 2212 : guia de problemas afno 20717. (Nicodemo, 2017).
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Primera parte
1. Determina las coordenadas del punto P si la longitud w “del hilo” fuera.

Dw=1 iyw=3 iii) w=5 iv) w=8 v)w=1,7 vi) w=6,3
vi) w=7,5 viii) w=16 ix) w=40 X)) w=17 xi) w=82,5

a. Halla las coordenadas del punto P si la longitud “del hilo” fuera w=6, 5.

b. Halla cuatro valores distintos de w para los cuales las coordenadas del punto P
sean las mismas que las del item a.

a. (Es cierto que paraw=3 y paraw=11 las coordenadas del punto P son las mismas?
Y paraw=357;Y paraw=42?

b. Sia es un numero realy k un nimero natural, ;es cierto que para w=a y para w=a
+ 8-k las coordenadas del punto P son las mismas?

Segunda parte

1. La funcion f asigna a una longitud “del hilo” w el valor de la primera coordenada del
punto P, f(w).

a. Completa la siguiente tabla.
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w f(w)

2,4

ISH5)
5
6,6

b. Considerando que si el valor de w es negativo el “hilo” se enrolla en el otro sentido
(es decir, en sentido horario), ;cual es el valor de f(-1)?

c. ¢Es cierto que el dominio de f son todos los nimeros reales?
d. ¢Cudl es laimagen de f?
e. Determina el conjunto de ceros de f.

f. ¢Cual de los siguientes graficos podria ser el grafico de la funcion f?

a) b)

1
, \ 05 /—\ / 5 / \
8 7 fo S5 4 3 0 1 3 4 5 7 8 9 fJo 7 6 5 32 10 T2 3 a5 6 7 9 10 1
05 05
1

1
05 \ ’ \ o.s‘\ [ \
7 6 5 X B3 2 n 12 3 5 6 7 9 10 1 B 7 % 5 4 B3 f2 10 7 3 4 3 7 8 9 1
5 05
=1

2. Sea k un niUmero entero.
a. ¢Escierto que f(3+8k)=f(3)?

b. ¢Es cierto que f(w+8k)=f(w), donde w representa un numero real cualquiera?

Tarea complementaria: Considerd una funcién g que a cada longitud “del hilo” (variable
independiente) le asigne el valor de la segunda coordenada del punto P (variable depen-
diente) y respondé las preguntas de la segunda parte para la funcién g.
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Problema 2

La siguiente es una circunferencia centrada en el origen de coordenadas, cuyo radio mide 1
unidad. A partir del punto C=(1;0), se desplaza el punto P sobre la circunferencia en sen-
tido antihorario, como si se enrollara un hilo de longitud w alrededor de la circunferencia.

N

.P/"'\W

R S
&
%l
o
o
wv

Primera parte

1.
a. (Cudnto debe medir “un hilo” para que pueda dar exactamente 1 vuelta a la
circunferencia?
b. Determina las coordenadas de P si la longitud w “del hilo” fuera.
N e 1 _ 3 N5 W21
Hhw=2m ii)w=m iii))w=7m iv)w= S V) w= > m vi) w= Sm vii)w = > I

c. Sabiendo que P:(‘é—i; %) cuando w= é m, determina las coordenadas de P si la

longitud w fuera:

13 . _17 _
3 iv) w= € V) w=

\.
ol
~

=7E no | i) w=

0 w=‘gn i) w

Segunda parte
2. Lafuncioén f asigna a una longitud “del hilo” w el valor de la primera coordenada del

punto P, f(w).
a. Completa la siguiente tabla:

w f(w)
0

L V2
4 2

n
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b. Considerando que si el valor de w es negativo el “hilo” se enrolla en el otro sentido
(es decir, en sentido horario), ;cual es el valor de f(- 4i m)?

c. ¢Es cierto que el dominio de f son todos los nimeros reales?
d. ¢{Cudl es laimagen de f?

e. Determina el conjunto de ceros de f.

f. ¢Esciertoquef(5)<07?

g. Halla los valores de w € [0;2m] para los cuales la funcién es positiva y los valores
para los cuales la funcion es negativa.

h. ;Cual de los siguientes graficos podria ser el grafico de la funcién f?

ETEET) VIR PR} B n 3f/2  2n siR w72
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Orientaciones para el coordinador

Para dar comienzo a este primer encuentro, se sugiere que se presente brevemente
la propuesta general del ateneo, estableciendo el marco que la sustenta y descri-
biendo de manera general cada una de las instancias que la conforman.

La dindmica prevista para la resolucion de esta primera actividad consta de dos
instancias, una individual y otra grupal. Primero se espera que los participantes re-
suelvan los problemas para luego compartir sus producciones en pequefos grupos
de trabajo. Cabe aclarar que esta segunda instancia no deberia ser una puesta en
comun con todo el grupo de participantes, ya que el trabajo de ese tipo se prevé
realizarlo en el segundo momento de este encuentro.

En el Anexo 1de pagina 20 se ofrece un analisis didactico de los problemas. Disponer de
diversas resoluciones resulta importante como insumo para la gestion de la actividad.

Cabe aclarar que si bien el Problema 2 es un posible modelo para la funcién coseno,
no se espera que se utilice la calculadora para su resolucidon. La intencidn no es que
los participantes utilicen sus conocimientos sobre las funciones trigonométricas,
sino que intenten comprender como estos problemas le dan sentido a esas fun-
ciones. Por ejemplo, se espera que resuelvan a partir de los datos que ofrecen los
problemas y de nociones vinculadas a la simetria y a la periodicidad que contempla
el modelo.

SEGUNDO MOMENTO

Analisis didactico de los problemas. Q@ 75MIN
Actividad 1
EN PEQUENOS GRUPOS / ENTRE TODOS “ 75 MIN

Orientaciones para el coordinador

Al inicio de este segundo momento se prevé la realizacidon de una puesta en comun
con el propdsito de compartir de manera colectiva las diferentes resoluciones y los
diferentes procedimientos, que ya fueron discutidos por los participantes en peque-
A0S grupos.

Luego de este trabajo se espera que quede explicitada una amplia variedad de
posibles resoluciones de los alumnos, las cuales seran utilizadas como insumo para
resolver la actividad 2. En el Anexo 1 de pagina 20 se ofrece un andlisis didactico
de los problemas que puede ser utilizado como herramienta para la gestion de la
puesta en comun, como guia de lo que podrian producir los participantes, y para
enriquecer las anticipaciones.

13
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A nivel mas general, esta puesta en comun podria también ser utilizada como una
oportunidad para elaborar un marco interpretativo compartido acerca de qué se
entiende por problema y cémo puede intervenir el docente para favorecer el trabajo
matematico en el aula. Como se menciona en el ateneo Los surtidores de nafta: Un
escenario para producir modelos lineales. Parte T.

“Hacer Matematica implica mucho mas que conocer definiciones, propieda-
des o teoremas y saber en qué momentos aplicarlos. Hacer Matematica im-
plica resolver problemas. Cuando decimos resolver problemas lo decimos
en sentido amplio, pues la resolucién en si es solo una parte del trabajo. El
conocimiento matematico no se construye como una consecuencia inme-
diata de la resolucién de uno o mas problemas, sino que requiere que el
alumno se haga preguntas, que pueda explicitar los conocimientos puestos
en juego para resolverlos, que determine aquellos que pueden reutilizarse
en otras situaciones, que pueda apoyarse en argumentos matematicos para
dar cuenta de como los resolvid, defender sus posturas en un espacio de
intercambio con sus pares y con el docente, interpretar las estrategias utili-
zadas por sus companeros y (eventualmente) adoptarlas.”

En este sentido, se podria analizar de qué manera los problemas (las preguntas, las
afirmaciones, “lo que se pide”) y su secuenciacion favorece a que los alumnos “ha-
gan matematica” durante su resolucion.

(2 Actividad 1

Les proponemos que analiceny pongan en relacion los Problemas 1y 2 resueltos en el momento
anterior.

1. ;Cuales son los conocimientos matematicos que se ponen en juego en las resoluciones de
cada uno de los problemas?

2. Enfuncién de los conocimientos que se ponen en juego, ; por qué creen que consideramos
que estos problemas se constituyen como una secuencia? ;Cémo evolucionan las estrate-
gias puestas en juego entre uno y otro? ;Cuales son las nuevas estrategias que surgen en
el Problema 2?

14
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Orientaciones para el coordinador

Para la resoluciéon de la actividad 1 se prevé primero una instancia de trabajo en pe-
quefos grupos y luego una puesta en comun en plenario.

En la primera pregunta se hace referencia a los conocimientos matematicos que se
ponen en juego en las resoluciones. El objetivo es que se expliciten tanto los conoci-
mientos previos que deben tener disponibles los alumnos como los conocimientos a
los que se quiere arribar, diferencidndolos y poniéndolos en relacion. Asi, se podrian
identificar los siguientes.

» Nociones de multiplo, divisor y analisis “del resto” de divisiones enteras. Por
ejemplo, en el caso del cuadrado, las coordenadas del punto P seran (7;0) siem-
pre que la longitud w del “hilo” que se enrolla sea multiplo de 8. Por |lo tanto, para
determinar las coordenadas de P en los casos en que w sea mayor que 8 se po-
dria “enrollar el hilo” dando vueltas completas y luego utilizar “lo que sobra”. Es
decir, dividir la longitud w por 8 y analizar e interpretar “el resto” en el contexto
del problema. “El resto” esta escrito entre comillas porque no se trata estricta-
mente del resto de una division entera, pues el valor de w no tiene por qué ser
entero. Sin embargo, la estrategia es analoga a la utilizada en una divisidn entera:
se busca el multiplo de 8 mas cercano a w y se interpreta “el resto”, que seria
“cuanto se pasa”. Por ejemplo, para w=82,5 se pueden determinar las coorde-
nadas del punto P considerando que 82,5=70-8+2,5. De esta manera se puede
interpretar que al enrollar se dan 70 vueltas completas y sobran 2,5 unidades,
siendo estas ultimas las que se utilizan para calcular las coordenadas del punto P.

» El concepto de periodicidad. Tomando como ejemplo el caso de la circunferencia,
si se “enrolla” una cierta longitud de w se obtienen unas determinadas coordena-
das del punto P. Pero las coordenadas del punto P seran las mismas si se enrolla
21 mas de longitud o si se desenrolla 2m de longitud. Es decir que las coordena-
das del punto P “se repiten” cada 2n. Como se dijo anteriormente, en el caso del
cuadrado las coordenadas del punto P “se repiten” cada 8 unidades de longitud.

» El plano cartesiano y sus simetrias. Ambos problemas se plantean presuponiendo
un manejo fluido del plano cartesiano por parte de los alumnos. Por cdmo se defi-
nen las funciones de las segundas partes de los problemas (y las funciones trigo-
nométricas en particular), existen dos motivos por los cuales dos valores distintos
de w pueden poseer la misma imagen. Uno es por razones de periodicidad (que
se describieron antes) y otro es por razones de simetria. Tanto el cuadrado como
la circunferencia propuestas en los problemas son simétricas con respecto a am-
bos ejes cartesianos, por lo cual, cada punto de las figuras tendra un simétrico con
respecto al eje de abscisas y otro con respecto al eje de ordenadas.

» Relaciones funcionales definidas sin férmula. En ambas situaciones, al igual que
en el caso de las funciones trigonométricas, la imagen de un valor del dominio se
determina sin el uso de férmulas que requieran de calculos aritméticos.

Como se menciond anteriormente, se prevé que la puesta en comun de estas con-
clusiones se realice poniéndolas en relacidon con las resoluciones realizadas en la
actividad 1.

En la segunda pregunta se hace referencia a las continuidades que se pueden identi-
ficar entre ambos problemas. El propdsito es que se puedan identificar razones por
las cuales resulta provechoso comenzar con la situacion del cuadrado y luego pasar
a la circunferencia. A continuacidon se proponen algunos ejemplos.

15
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» Laidea de “enrollar” es una caracteristica que se presenta en ambas situaciones.
La interpretacion y el trabajo sobre el modelo del cuadrado sirve de base para
trabajar luego sobre la circunferencia, permitiendo familiarizarse con la |6gica de
la situacion sobre condiciones geométricas mas sencillas de manipular y valores
mas “amigables”.

» Las conclusiones a las que se puede arribar sobre la periodicidad en el cuadrado,
tomando la “vuelta” completa de 8 unidades, se pueden extender a la circunfe-
rencia, con una “vuelta” completa de 2m unidades. Sin embargo este paso no es
inmediato. En el caso del cuadrado las vueltas completas estan definidas para
multiplos de 8. En cambio, en el caso de la circunferencia las vueltas completas
estarian definidas para “multiplos” de 2n. Al igual que lo que se comentd acerca
del resto, esta nocidon de multiplo no es estrictamente la utilizada para nimeros
enteros, aunque se puede pensar de manera analoga. Un multiplo de 2m podria
ser entendido como una cantidad entera de veces 2m.

» Algo similar sucede con la simetria. Las estrategias utilizadas en el caso del cua-
drado se pueden extender al caso de la circunferencia, pero no de manera inme-
diata. En el Problema 2 surge la necesidad de realizar calculos simbdlicos con
ndmeros irracionales. Trabajar con la longitud de la circunferencia unitaria (2m)
lleva necesariamente a realizar calculos simbdlicos de manera general, anulando
la posibilidad de realizar calculos aritméticos particulares que den como resul-
tado “un numero”. Por ejemplo, en la circunferencia del Problema 2 el simétrico
para el valor de w = g esm- g = 55 n. Este es un tipo de razonamiento general que
utiliza la simetria de la circunferencia. En cambio, en el modelo del cuadrado, una
vez ubicado en el dibujo el punto simétrico se puede hallar el valor “exacto” de
w pensando en el “hilo” que enrolla, sin necesidad de apelar a la simetria. Por
ejemplo, para hallar el valor de w tal que f(w)=f(0,5) se pueden ubicar primero
los puntos (7,;0,5) y (-1;0,5), para luego hallar la longitud 3,5 del “hilo” que se
deberia enrollar, trabajando sobre el dibujo (1 unidad hasta el primer vértice, 2
unidades mas hasta el segundo y media unidad mas hasta el punto). Sin embar-
go, en el cuadrado también se podria llegar al resultado trabajando con la sime-
tria de manera general, andlogamente a como se realiza sobre la circunferencia
trigonométrica (4-0,5=3,5). De esta manera, luego de la resolucién del proble-
ma por parte de los alumnos, el docente tiene la posibilidad de poner en relacion
resoluciones de caracter particular con otras de caracter mas general, teniendo
como objetivo sistematizar el método general de trabajar con la simetria (como
se hace en la circunferencia trigonométrica).

Como cierre de este momento, se podria reflexionar junto a los participantes y concluir que...

Analizar los conocimientos que se ponen en juego al resolver una secuencia de problemas, identifican-
do continuidades y evoluciones en las estrategias que surgen al pasar de un problema a otro, es una
herramienta didactica con la que puede contar el docente a la hora de planificar la clase y su gestion.
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TERCER MOMENTO
Generacion de acuerdos para implementar
los problemas y cierre del encuentro Q@ 45MIN

Actividades y acuerdos para el préoximo encuentro
INDIVIDUAL / EN PEQUENOS GRUPOS 9 45 MIN

m Actividades y acuerdos para el proximo encuentro

1. A partir de sus experiencias profesionales, les proponemos avanzar sobre como adaptar los
Problemas 1y 2, analizados en el primer y segundo momento del ateneo, para serimplemen-
tados en sus aulas.

» ;Qué cambios le harian a los enunciados?

» ;Como organizarian la clase para la resolucion de esos problemas?

» ;Qué intervenciones consideran que podrian hacer durante la resolucion?
» ;Como gestionarian la puesta en comun?

» ;A qué conclusiones querrian que se llegue al finalizar la clase?

» ;Qué creen que deberia quedar registrado en el pizarrén y en las carpetas?

Educacion Inclusiva

En caso de contar con estudiantes con discapacidad o con dificultades especificas del apren-
dizaje (DEA), ;Qué apoyos se podrian implementar para que puedan acceder y participar de la
propuesta?

En el siguiente enlace encontraran recursos accesibles, software libre con sus correspondientes
tutoriales y secuencias didacticas segun tipo de discapacidad y disciplina:

http://conectareducacion.educ.ar/educacionespecial/mod/page/view.php?id=492

E Orientaciones para el coordinador

Se sugiere que los docentes trabajen grupalmente de acuerdo al curso que tengan
a cargo (primero, segundo o tercer afo del CO) para elaborar la planificacion de la
clase a implementar, retcomando los problemas aqui trabajados.

En el transcurso de este encuentro hemos discutido acerca de la importancia del
modo de trabajo en el aula. En este sentido, la incorporaciéon de problemas como
los planteados permite abrir el juego para empezar a pensar en nuevas formas
de hacer matematica en la escuela. Es una oportunidad para que los docentes se
permitan probar propuestas que les brinden nuevas experiencias en relacion al
trabajo con funciones, facilitando la exploraciéon de nuevas dinamicas. Teniendo
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como objetivo estas consideraciones se podria orientar a los participantes acom-
panando las discusiones en el interior de cada uno de los grupos, haciendo suge-
rencias y observaciones.

2. Como se mencioné en la presentacion, entre este primer encuentro y el siguiente se espera
que implementen en sus aulas los problemas presentados con las adaptaciones que realiza-
ron en la actividad 1.

Esta dltima actividad se propone como orientacién para el registro y la sistematizacién de
las producciones surgidas durante esa implementacién. Por lo tanto, la deberan realizar por
escrito una vez que se haya llevado a cabo y antes de concurrir al segundo encuentro, pues
se utilizard como insumo para el trabajo.

Luego de realizada la clase con sus alumnos, tomese unos minutos y responda las siguientes
preguntas que debera traer escritas para compartir en el siguiente encuentro.

L

¢;Qué procedimientos produjeron sus alumnos para resolver los problemas? Haga un
listado y tome fotos o fotocopie las producciones (incluya tanto los procedimientos que les
permitieron a los alumnos llegar a la respuesta asi como los procedimientos erréneos).

Identifique algin momento de su clase que recuerde como mas destacado, mas logrado.
Explique por qué.

Identifigue un momento “complicado”, que lo puso en una situaciéon de ensenanza dificil
de resolver. ¢Qué intervencion le hubiera gustado realizar y no se dio cuenta o no pudo?

¢Qué rescata concretamente como aprendizaje, resultado de su ensenanza, a nivel grupal/
individual? ¢A partir de qué evidencias puede afirmarlo?

Relacione su clase con la planificacion. ¢Qué obstaculos previstos inicialmente se
presentaron en la clase? ¢Cuales no? ¢Qué tendria en cuenta en el futuro al elaborar su
plan de trabajo?

Educacion Inclusiva

Si cuenta con alumnos con discapacidad o dificultades especificas del aprendizaje (DEA) en su
clase, ;Ha utilizado adaptaciones para laimplementacion de los problemas presentados? ;Cual/
es ha/n sido?

Orientaciones para el coordinador

Se sugiere que, a modo de cierre del encuentro, se repase con todos los participantes
las consignas de la actividad 2 y se despejen posibles dudas que puedan surgir, ya
que se trata de una actividad que deberan realizar fuera del espacio del encuentro.
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Consigna para la realizaciéon del Trabajo Final
El trabajo final se realizara luego del encuentro 3 y consta de cuatro partes.

1. Laimplementacién de una clase, considerando la secuencia didactica propuesta en el ate-
neo. En su trabajo deberan incluir, entonces, a) una copia de la clase elegida con las notas
sobre las modificaciones que hayan realizado para la adaptacién a su grupo de alumnos o b)
la planificacion de dicha clase (en el formato que consideren mas conveniente) en caso de
haber optado por desarrollar una clase propia.

2. Elregistro de evidencias de la implementacion en el aula. Podran incluir producciones indi-
viduales de los alumnos (en ese caso, incluyan tres ejemplos que den cuenta de la diversidad
de producciones realizadas), producciones colectivas (por ejemplo, afiches elaborados gru-
palmente o por toda la clase) o un fragmento en video o un audio de la clase (de un maximo
de 3 minutos).

3. Una reflexién sobre los resultados de la implementacién de la clase. Deberan agregar un
texto de, maximo, una carilla en el que describan sus impresiones y analisis personal, que
incluya cudles fueron los objetivos de aprendizaje que se proponian para la clase y sefialen
en qué medida dichos objetivos, y cudles consideran que se cumplieron y por qué. Analicen,
también, cuales fueron las dificultades que se presentaron en la clase y a qué las atribuyen, y
qué modificaciones harian siimplementaran la clase en el futuro.

4. Unareflexién final sobre los aportes del ateneo didactico para su fortalecimiento profesional,
considerando tanto los aportes tedricos como las estrategias que les hayan resultado mas
valiosas para el enriquecimiento de su tarea docente. Se dedicara un tiempo durante el tercer
encuentro para la elaboracion de este texto de, maximo, una carilla.

Presentacion del trabajo

» Debe ser entregado al coordinador del ateneo didactico en la fecha que se acordara
oportunamente.

» Debera entregarse impreso en formato Word y via mail, y podra incluir anexos como archivos
de audio, video, o fotocopias de la secuencia implementada y producciones individuales y
colectivas de alumnos.

Recursos necesarios

» Documento para el participante.

Materiales de Referencia
» Ambrose, W. (1973). Trigonometry: a functional approach. Columbus, EE.UU.: Merrill Publishing.
» INFoD. (2017). Ateneo Matemdtica. Encuentro 1. Los surtidores de nafta: un escenario para pro-

ducir modelos lineales. Nivel Secundario-Ciclo Bdsico. Buenos Aires: Ministerio de Educacion
de la Nacion.

» Nicodemo, M. (2017). Introduccidon al cdlculo 2212: guia de problemas afio 2017. Recuperado
de http://www.unm.edu.ar/repositorio/dcaytcuadernosdecatedra/introduccionalcalculo.pdf
(ultima visita 25 de enero 2018)

» Trillini, M. P. [et. al.] (2009). Matemdtica | Anual, guia de problemas. Universidad Nacional de
General Sarmiento.
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Anexo 1

Algunos elementos para el analisis didactico de los problemas

fa Problema 1

Se tiene un cuadrado centrado en el origen de coordenadas, cuyos lados miden 2 unida-
des. A partir del punto C=(1;0), en sentido antihorario, se desplaza el punto P sobre los
lados del cuadrado, como si se enrollara un hilo de longitud w alrededor del cuadrado.

P w
® T
05
C
x—>
1 05 0 05 f
05

Primera parte
1. Determind las coordenadas del punto P si la longitud w “del hilo” fuera

Dw=T iy)w=3 iii) w=5 iv) w=8 v)w=1,7 Vi) w=6,3
vi) w=7,5 viii) w=16 ix) w=40 X)) w=17 xi) w=82,5
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Los primeros siete incisos (del i al vii) de este primer item tienen como finalidad que los estu-
diantes se familiaricen con el contexto y comiencen a analizar la relacion entre la longitud “del
hilo” (w) y las coordenadas del punto P.

Por ejemplo, para determinar las coordenadas del punto P correspondientes a w=1,7 los es-
tudiantes podrian recorrer el cuadrado hasta el vértice superior derecho (recorriendo 1 unidad)
y analizar que es necesario desplazarse 0,7 unidades més para llegara 1,7. Es probable que
algunos estudiantes concluyan que las coordenadas del punto P son (0,7 ; 1), confundiendo
la longitud de desplazamiento con las coordenadas del punto. Una posible intervencién docen-
te en este caso es apelar a la proyeccion del punto P sobre los ejes para que los estudiantes
puedan identificar que las coordenadas correctas son (0,3 ; 1).

En el caso de w=6,3 el punto P=(0, 3;-1) es simétrico (con respecto al eje x) al punto P del
item anterior, cuando w=1, 7. Algunos alumnos podrian notar que de la misma manera que al
punto (0,3;1) se llega recorriendo 1,7 unidades sobre el contorno del cuadrado en sentido
antihorario, al punto (0, 3;-1) se puede llegar recorriendo 1,7 unidades en sentido horario,
pues 6,3+1,7=8, y 8 unidades es lo que se debe recorrer para llegar nuevamente al punto
inicial. El docente podria proponer que se analice este hecho para otros valores de w y coorde-
nadas de P, teniendo presente que este tipo de andlisis sobre la simetria sera imprescindible
en el caso de la circunferencia y las funciones trigonométricas.

En cuanto a los items viii), ix), X) y xi) su propdsito es que surjan estrategias asociadas a la
periodicidad. Por ejemplo, cuando w=16 el punto P recorre dos vueltas enteras volviendo a
la ubicacién de inicio (1; 0). Algo similar sucede si w=40, pues cada 8 unidades que se
desplace el punto P volvera al lugar desde el cual comenzé a desplazarse. Entonces se podria
generalizar que si w es multiplo de 8 la ubicacion del punto P es siempre la misma que la
inicial (1;0).

Si w no es multiplo de 8, por ejemplo para w=17, se puede realizar un analisis a partir del
mudltiplo de 8 menor mas cercano: 17 = 16 + 1y, por lo tanto, las coordenadas del punto P
seran las mismas que para w = 1. Esta misma estrategia se puede utilizar aunque el valor
de w no sea entero, como en el caso de w=82,5. Descomponiendo el valor como 80+2,5 se
puede interpretar que el hilo dara diez vueltas completas al cuadrado (volviendo al punto de
partida), quedando 2,5 unidades por recorrer.

a. Halla las coordenadas del punto P si la longitud “del hilo” fuera w=6, 5.

b. Halla cuatro valores distintos de w para los cuales las coordenadas del punto P
sean las mismas que las del item a.

El propésito de esta actividad es continuar el trabajo sobre la periodicidad. En el item a se espe-
ra que los alumnos empleen las mismas estrategias utilizadas en el punto 1. El item b tiene la
finalidad de poner en discusion la infinidad de longitudes posibles de w para un punto P determi-
nado. Aqui es probable que los estudiantes obtengan distintos valores entre si, de acuerdo a la
cantidad de vueltas consideradas. Seria interesante que el docente recupere esta diversidad de
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respuestas para incluirlas en una puesta en comun con el objetivo de concluir que hay infinitas.
Ademads, mediante la comparacién de estos resultados, el grupo puede llegar a la conclusién de
que los distintos valores de w se pueden obtener sumando mdiltiplos de 8 a 6,5.

a. ¢Escierto que paraw=3 y paraw=11 las coordenadas del punto P son las mismas?
Y paraw=357;Y paraw=42?

b. Si a es un numero real y k un nimero natural, ;es cierto que para w=a y para w=a
+ 8-k las coordenadas del punto P son las mismas?

En este problema, a la inversa que en el anterior, se presentan primero los valores de w y se
pregunta luego si todos corresponden a las mismas coordenadas de P. Se pretende focalizar
en la relacion de periodicidad existente entre los distintos valores de w. En el item a, tanto a
11 como a 35 se los puede obtener sumandole un mdultiplo de 8 a 3, motivo por el cual en
ambos casos las coordenadas de P seran las mismas que para w=3. En cambio, el 42 no es
posible obtenerlo sumandole algin mudiltiplo de 8 a 3.

En el item b se propone una tarea de generalizacion de las relaciones de periodicidad estudia-
das durante el trabajo anterior, mediante una representacion simbdélica. Una posible interven-
cién aconsejable que ayudaria a interpretar esta escritura consiste en escribir los resultados
del item a con esta misma estructura general. Por ejemplo, w=3 y w=35=3+8-4.

Cabe aclarar que no se espera que los alumnos formulen espontaneamente la generalizacion
a la que se quiere arribar: “dado un valor de w existen infinitos valores mas para los cuales el
punto P correspondiente es el mismo y se obtienen sumandole o restandole multiplos de 8 al
valor original”. Es el docente quien debe gestionar los problemas y lo que sucede en la clase
a partir de ellos con esta meta en mente.

Segunda parte

1. La funcion fasigna a una longitud “del hilo” w el valor de la primera coordenada del
punto P, f(w).

a. Completa la siguiente tabla.
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w f(w)

2,4
3
355
5
6,6

b. Considerando que si el valor de w es negativo el “hilo” se enrolla en el otro sentido
(es decir, en sentido horario), ;cual es el valor de f(-1)?

.=

En la segunda parte se define una funcion a partir de la situacion geométrica estudiada du-
rante la Primera parte. Uno de sus objetivos centrales es que los alumnos puedan reconocer
la existencia de una funcion aunque no se emplee una férmula para definirla. Por este motivo,
las actividades tienen como propdsito que los estudiantes pongan en juego sus conocimien-
tos sobre funciones (dominio, imagen, conjunto de ceros, escrituras especificas, etc.) en la
situacion planteada.

En el item a se propone completar una tabla con el objetivo de que los estudiantes compren-
dan como esta definida la funcion. Es probable que sea la primera vez que trabajen con una
funcion sin recurrir a una férmula.

El item b define que es posible calcular la imagen de valores negativos de w. Para estos
valores se espera que los alumnos enrollen en sentido horario un “hilo” cuya longitud sea el
valor absoluto de w. Teniendo en cuenta la periodicidad para este caso, se podria observar
que f(-1)=f(-9)=f(7)=f(15)=---.

_!Q c. ;Es cierto que el dominio de f son todos los nimeros reales?

d. ¢Cudl es laimagen de f?

(g

En los items c y d se propone profundizar el trabajo sobre la funcion definida. Con respecto
a determinar los valores del dominio, una vez analizado el sentido de los valores negativos
para w es esperable que los estudiantes interpreten facilmente que cualquier nimero real
puede “enrollarse” en el cuadrado y, en consecuencia, el dominio de la funcién son todos los
ndmeros reales. Con respecto al conjunto imagen se puede notar que el punto P siempre se
desplaza sobre el cuadrado y, por ende, su segunda coordenada f(w) varia entre -1 y 1. Asi
se logra deducir que la imagen de f es el intervalo [-1;1].
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e. Determina el conjunto de ceros de f.

=]

En este item se podria comenzar analizando la tabla del item a para algunos valores que se
encuentren en el conjunto de ceros de f y otros que no. Por ejemplo:

w f(w)
(0] 1 Como f(0)=1 entonces O no pertenece al conjunto de ceros
2 (0] Como f(2)=0 entonces 2 pertenece al conjunto de ceros

Analizando todos los puntos que pertenecen al borde del cuadrado se puede determinar que,
ademas del punto (0;1), el otro punto cuya primera coordenada es 0 es el (0;-1), que co-
rresponde a w=6.

Es probable que durante su trayecto escolar los estudiantes sélo hayan analizado funciones
donde el conjunto de ceros fuera finito. Es por eso que resulta esperable que sea el docente
quien tenga que introducir la necesidad de considerar la periodicidad de la funcién, y asi lograr
que los alumnos noten la existencia de infinitos valores en el conjunto de ceros.

A partir del valor del dominio 2, que ya se determind que pertenece al conjunto de ceros, y
considerando la periodicidad de la funcion, se puede deducir que 10 también pertenece al
conjunto de ceros, pues f(2)=f(2+8). Se podria afirmar entonces que todos los nimeros de
la forma “2 + multiplo de 8” pertenecen al conjunto de ceros de f. Con argumentos similares
se pueden caracterizar el resto de los valores, a partir de f(6) . Asi se podria concluir que to-
dos los valores de w que hacen que f(w)=0 son “w=2 + multiplo de 8" 6 “w=6 + mdultiplo
de 8”. Retomando la escritura simbdlica trabajada en la Primera parte del problema se podria
escribir: w=2+8+k 6 w=6+8 -+ k, siendo k un ndmero entero.

f. ¢Cudl de los siguientes graficos podria ser el grafico de la funcion f?
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b)

aoof 1 34 5 7 8 9 Jo
05

1
05 \
B ] 5 6 7 9

d)

10 11
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Uno de los propdsitos de este item es que los alumnos pongan en relacién las distintas
partes de los graficos con algunas caracteristicas de la situacion que define la funcion (el
punto P recorriendo el cuadrado). Por ejemplo, podrian identificar que cada uno de los tramos
horizontales de los graficos se corresponde con valores de w para los cuales el valor de la
primera coordenada del punto P se mantiene constante. Es decir, a longitudes “del hilo” para
las cuales el punto P no se mueve horizontalmente y, por lo tanto, se desplaza por los lados
verticales del cuadrado. Siguiendo este analisis, podrian también llegar a la conclusién de que
cada uno de los tramos en donde los graficos “suben” y “bajan” se corresponde con valores
de w para los cuales el punto P se desplaza por los lados horizontales del cuadrado, ya que en
esos casos el valor de su primera coordenada f(w) varia. Sobre la base de estas conclusiones
se podrian descartar los graficos c) y b). De ellos se puede interpretar que el punto desde el
cual se comienza a enrollar en el cuadrado debe pertenecer a un lado horizontal, ya que en un
entorno de w=0 la funcién no se mantiene constante. Sin embargo, esto no es lo que sucede
en la situacion planteada.

Otro de los propdsitos de este item es que los estudiantes relacionen los datos de la funcion
obtenidos en los items anteriores con los graficos propuestos (valores de la tabla, dominio,
imagen y conjunto de ceros) para determinar cudl puede ser el correspondiente a la funcion.
Por ejemplo, los graficos b) y ¢) no pueden corresponder a la funcién f porque no coincide su
conjunto de ceros. Entre los dos restantes graficos se puede descartar el a) porque para valo-
res del dominio entre 0 y 2 los valores de la imagen deberian ser positivos. En el grafico d) se
puede observar que sus intersecciones con el eje x coinciden con los valores hallados para
el conjunto de ceros de la funcidn, asi como coinciden los valores de la variable independiente
para los cuales la funcion es positiva, negativa, creciente, decreciente y constante.

Este item tiene también por objetivo que los alumnos logren diferenciar el grafico de la fun-
cion del grafico utilizado en la situacion del “hilo” para definir la funcién. Ambos estan cons-
truidos sobre un sistema de ejes cartesianos y utilizan las coordenadas de los puntos que
pertenecen al plano, pero con un sentido totalmente distinto. Por ese motivo es esperable
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que los estudiantes confundan las coordenadas de los puntos P que se utilizan para definir
la funcioén con las coordenadas de los puntos que pertenecen al grafico de la funcion. Esta
problematica es habitual cuando se definen las funciones trigonométricas sobre la circunfe-
rencia. Con el propésito de considerar y trabajar sobre esta cuestion es que esta presente
este item del problema.

2. Sea k un niUmero entero.
a. ¢(Esciertoque f(3+8k)=f(3)?

b. ¢Es cierto que f(w+8k)=f(w), donde w representa un nimero real cualquiera?

Este problema se propone trabajar sobre la interpretacion de escrituras simbdlicas que per-
miten representar las relaciones de periodicidad utilizando un lenguaje funcional apropiado. A
partir de las relaciones estudiadas en los items anteriores se puede interpretar la expresion
f(3+8k)=f(3) como “la imagen de 3 coincide con la imagen de 3 mas cualquier mdltiplo de
8”. Ademas de trabajar sobre la interpretacion de la escritura se espera avanzar en la apropia-
cion de estas formas de expresar la periodicidad.

Problema 2

La siguiente es una circunferencia centrada en el origen de coordenadas, cuyo radio mide 1
unidad. A partir del punto C=(1;0), se desplaza el punto P sobre la circunferencia en sen-
tido antihorario, como si se enrollara un hilo de longitud w alrededor de la circunferencia.

E 3
p

/*‘\W

Uo

~-_’k_-—'
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Primera parte

1.
a. (Cuanto debe medir “un hilo” para que pueda dar exactamente 1 vuelta a la
circunferencia?
b. Determina las coordenadas de P si la longitud w “del hilo” fuera.
N e R | _ 3 N5 21
Hhw=2m i)w=m ii)w=7m iv)w= Fm V) w= Fm vi) w= Fm vii) w= 5 1
2]

Es esperable que en el item a los estudiantes recuperen el calculo del perimetro de la circunfe-
rencia utilizando decimales, tomando para 77 el valor 3,14 . Es a propdésito de estas produccio-
nes que se prevé un intercambio colectivo gestionado por el docente sobre la inexactitud del
valor obtenido y la necesidad de utilizar la escritura simbdlica 27 para expresar la longitud de
la circunferencia de manera exacta, considerando que probablemente sea la primera vez que
se enfrentan al calculo de un perimetro de circunferencias expresado en funcién del nimero
irracional .

Para los valores de w que se proponen en el item b los puntos P correspondientes se encuen-
tran sobre los ejes cartesianos, con coordenadas cuyos valores son nimeros enteros, lo que
hace posible su célculo exacto.

c. Sabiendo que P= (‘/_ = ) cuando w= E m, determina las coordenadas de P si la

6
longitud w fuera:
5] . _ 11 _13 . _17 _7
i) i i) w= R i) w= B iv) w= e V) W= R

Para resolver esta actividad se espera que se pongan en juego estrategias vinculadas a la
simetria y a la periodicidad que presenta la circunferencia trigonométrica, utilizando los puntos
hallados en el item anterior. Por ejemplo, para w=% 71 se podria considerar que “le falta"%n
para “llegar” a mm (correspondiente al punto (-1;0)), por lo que el punto P que le corresponde es
simétrico a (\25;%) con respecto al eje y. En consecuencia sus coordenadas son ( -\2@%).

Para el caso de w= Jgn se podria apelar a la periodicidad, retomando estrategias utilizadas en
el caso del cuadrado (Problema 1). 1371 “se pasa” 1 177 de 1271 2, por lo que el punto Corres-
pondiente en la circunferencia trlgonometrlca es eI mlsmo que paraé m , es decir P= ( )
De manera analoga se podrian hallar las coordenadas para las demas longitudes de w.
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ra Segunda parte
2. Lafuncioén f asigna a una longitud “del hilo” w el valor de la primera coordenada del
punto P, f(w).

a. Completa la siguiente tabla.

w f(w)
(o]

LI V2
4 2

A

=

AN | MW | Ao | B | N2
= E

=

N
A

Se espera que esta tabla sea completada sobre la base de estrategias vinculadas a la sime-
tria. Por ejemplo, a partir del dato que se ve en la tabla f(%n) =\zées posible determinar
cuanto vale la funcion en %n,%n y 4171, ya que los puntos correspondientes a estos valores
en la circunferencia trigonométrica pueden obtenerse por simetria a partir del punto corres-
pondiente a%n. Para los otros valores se espera que se recuperen los valores hallados en el
item b del Problema 1.

b. Considerando que si el valor de w es negativo el “hilo” se enrolla en el otro sentido
(es decir, en sentido horario), ;cual es el valor de f(- % m)?

8

c. ;Es cierto que el dominio de f son todos los nimeros reales?
d. ¢Cudl es laimagen de f?
e. Determina el conjunto de ceros de f.

f. ¢Esciertoquef(5)<0?
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g. Halla los valores de w € [0;2m] para los cuales la funcién es positiva y los valores
para los cuales la funcion es negativa.

h. ;Cual de los siguientes graficos podria ser el grafico de la funcién f?

a) b)

3

o 3

Al igual que para el caso del cuadrado, estos item del problema tienen la finalidad de que los
alumnos puedan reconocer la existencia de una funcién, aunque no se emplee una férmula
para definirla, y pongan en juego sus conocimientos sobre funciones (dominio, imagen, conjun-
to de ceros, escrituras especificas, etc.).

Para los items b, c y d se espera retomar lo discutido en el caso del cuadrado. Sin embargo,
resulta importante destacar que hasta el momento sélo se trabajo con longitudes del “hilo”
que son fracciones o “valores redondos” de (%n%n, 3, etc.). Esta situacién podria ocul-
tar el hecho de que el valor de w puede ser cualquier nimero real. El docente deberia entonces
tomarse un tiempo para discutir de manera colectiva sobre por qué se suele trabajar con esos
valores del dominio (porque sus imagenes se pueden expresar de manera exacta) y poner en
relieve que existe la imagen de cualquier valor real de la variable independiente (por lo que el
dominio de esta funcién son todos los nimeros reales).

Para determinar el conjunto de ceros en el item e se espera nuevamente que se retomen las
estrategias vinculadas a la periodicidad y la notacién que se utilizé en el modelo del cuadrado,
teniendo en cuenta que en este caso el periodo es el nimero irracional 277.

Durante la resolucion de los items fy g, como parte de la gestion de la clase, podria ser nece-
sario mencionar que si bien no es posible calcular de manera exacta los valores de f en todos
los w €[0;2m] la pregunta es solamente acerca de su signo, cuestion que se puede analizar
recurriendo al modelo. Es posible determinar el signo de la primera coordenada del punto P
a medida que se lo desplaza sobre la circunferencia, analizando su posicion en los diferentes
cuadrantes. Por ejemplo, al “enrollar” una longitud de 5 unidades el punto P queda ubicado
en el cuarto cuadrante (%n<5<2rr) y en consecuencia su primera coordenada es positiva.
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El item h trata sobre la representacion grafica de la funcion. Al igual que en el caso del cua-
drado, el propésito de este item es que los alumnos pongan en relacién todos los datos de
la funcién obtenidos en los item anteriores (valores de la tabla, dominio, imagen y conjunto
de ceros) con los graficos propuestos para determinar cual puede ser el correspondiente a la
funcion. El grafico a) se presenta con la intencion de enfatizar la diferencia entre el grafico de
la funcion y el grafico utilizado en la situacién del “hilo” para definir la funcidn. El grafico b) se
podria descartar notando que los puntos que lo componen no se corresponden con los valores
obtenidos en la tabla, entre otras incoherencias que se pueden observar. Para comparar entre
los graficos c) y d) se debe hacer un analisis un poco mas detallado. Ambos tienen las mis-
mas intersecciones con el eje x, que se corresponden con el conjunto de ceros de f. Tienen
a su vez los mismos extremos, que se corresponden de manera correcta con los maximos y
los minimos de la funcién. Una manera de descartar el grafico c) es por sus tramos rectos,
apelando a la variacion uniforme: si los puntos (0;1) y (%71;0) estan unidos por un segmento,
entonces el punto (4171;0,5) deberia pertenecer al grafico de la funcién (%es la mitad entre%
y 0,y 0,5 es la mitad entre 1 y 0). Pero a esta altura de la resolucion de los problemas ya
se puede determinar que este punto no pertenece al grafico de la funcién. Por ejemplo, de la
tabla se podria observar que f(%rr) =\%.
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